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@ Motivations

@ Méthode de Newton

e Algorithme et implémentation.
e Convergnce et Ordre de convergnce.
o Choix de zg.

© Schémas de résolution numérique des EDO
e Schéma d'Euler explicite.

Ordre de convergnce.

Stabilité.

Cas test.

Erreur d'arrondis

Schémas implicites
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@ Concrétiser le savoir acquis durant les séances précédentes.

@ Ecrire des scripts Matlab pour résoudre numériquement : f(x) =0 et
EDO.

© Etudier les perfomances des méthodes utilisées.
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Résolution de f(:

Méthode de Newton

[ | N N I O B o

Tntl = Tp —
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Résolution de f(:

Méthode de Newton

Tptl = Ty — n>0
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Résolution de f(:

Méthode de Newton

Tptl = Ty — n>0
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Résolution de f(:

Méthode de Newton

¥

an—i-l:xn—m; n >0
n
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Résolution de f(:

Méthode de Newton : Algorithme - Code

Résoudre a I'aide de la méthode de Newton I'équation :

f(a) =0 avec f(z) = 2* — 1.
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Résolution de f(:

Méthode de Newton : Algorithme - Code

Résoudre a I'aide de la méthode de Newton I'équation :

f(a) =0 avec f(z) = 2* — 1.

— Tpt1 = P(zy)
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Résolution de f(:

Méthode de Newton : Algorithme - Code

Résoudre a I'aide de la méthode de Newton I'équation :

f(a) =0 avec f(z) = 2* — 1.

— Tpt1 = P(zy)

— Arrét des itérations
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Résolution de f(:

Méthode de Newton : Algorithme - Code
Résoudre a I'aide de la méthode de Newton I'équation :

f(a) =0 avec f(z) = 2* — 1.

— Tpy1 = P(xn)
— Arrét des itérations

— Choix de xg

M.K. GDOURA Initiation a MATLAB



Résolution de f(:

Méthode de Newton : Algorithme - Code

Résoudre a I'aide de la méthode de Newton I'équation :

f(a) =0 avec f(z) = 2* — 1.

1+22
2T,

— Zpg1 = P(zy) =

— Arrét des itérations

— Choix de xg
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Résolution de f(:

Méthode de Newton : Algorithme - Code

Résoudre a I'aide de la méthode de Newton I'équation :

f(a) =0 avec f(z) = 2* — 1.

1+22
2T,

— Zpg1 = P(zy) =

— Arrét des itérations : |Tpr1 — zk| < e.

— Choix de xg
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Résolution de f(:

Méthode de Newton : Algorithme - Code

Résoudre a I'aide de la méthode de Newton I'équation :

f(a) =0 avec f(z) = 2* — 1.

1+22
2T,

— xn+1 = (D(gjn) =
— Arrét des itérations : |Tpr1 — zk| < e.

— Choix de zyp :  zg € I tel que |®(z)| < 1Vx € I avec o € I.
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Résolution de f(x) =0

Méthode de Newton : Algorithme - Code

function [alpha,err,nit]=newton(f,df,toll,x0,nmax)
%-- Initialization
nit=0;
err=toll+1 ;
x=x0 ;
while((nit<=nmax & err>toll))
fx=f(x) ; dfx=df(x) ;
%
if (abs(dfx)<toll)
disp(’vanishing derivative’)
break
else
nit=nit+1;
xn=x-fx/dfx ;
err=abs (xn-x) ;
X=xn ;
end
end

%
alpha=x ;
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Résolution de f(x) =0

Méthode de Newton : Décroissance de I'erreur

Methode de Newton pour f(x):xzflzo

[y =%y |

Erreur:

1 2 3 4 5 6 7
Iteration
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Résolution de f(x) =0

Méthode de Newton : Ordre de convergence

Méthode d'ordre p & |zn+1 — a| < Clzn — af?

p mesure le vitesse de convergnce de la méthode de résolution.

log(|zni1 — al) 1o

Dans la pratique : —D
log(|zn — o)
2.0000
2.6610
log(|zn+1 —al)  _ 2.1946
log(Jan — al) 2.0857
2.0394
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Résolution de f

Méthode de Newton :

—>w0>0$xn+—m>a:1.

— 20<0 = xn+—w>a:—l.

— x9 =0 = pas de convergnce car f'(0) = 0.
— 9 — 0T = convergence lente.
e o =0.1 = nit="7.

o 1o =10"% = nit= 24.
o 2o =10"1 = nit= 54
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Résolution des EDO
Schémas d’Euler

Probleme de Cauchy :

Sch. d’Euler explicite

{ Ynt1 = Yn + 0t f(tn,yn) 0<n < N =T/t
y(0) = yo-

Ot : pas de temps.
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Résolution des EDO

Schémas d’Euler

{y’(t)=ky(t) t€[0,1].
1.

— y(t) = yo e’ Solution exacte.

Schéma d'Euler :
Ynt1 = (14 6tN)yn,n > 0.

@ Ecrire le code.

@ Tracer sur la méme courbe y(t) et (tn,Yn)o<n<n.
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Résolution des EDO

Schémas d'Euler : Code

function [ysol]l=eulerex(TO,T,h,f,y0)
n=fix ((T-TO)/h) ;
ysol=[y0] ;
yn=yO0 ;
for i=0 :n-1
tn=TO0+ix*h ;
yni=yn+h*f (tn,yn) ;
ysol=[ysol yn1i] ;
yn=ynl ;
endfor
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Résolution des EDO

Schémas d'Euler : Code

Schema d’Euler pour la resolution d’EDO

Sol. Approch\ee ------
Sol. exacte —k—

exp (- t

T

Time
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Résolution des EDO

Schémas d'Euler : Ordre de convergnce

Définition

Une méthode est dite d’ordre p, (p > 0), s'il existe C' > 0, tel que :

— — D
0<% [y(tnt1) —y(tn) = 8tf (tn, yn)| < C ot

[y(tn) — ynl
ly(tn)]

@ Tracer max er, Vs dt.
0<n<N-1

@ Erreur relative : er, =

° p="?
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Résolution des EDO

Schémas d'Euler : Ordre de convergnce

Schema d’Euler explicite: Ordre de convergence

[ 5t Erreur Ordre ]

1.0000e-01 _ 2.0661e-01 _ 6.8486e-01
5.0000e-02  1.0166e-01  7.6312e-01
2.5000e-02  5.0416e-02  8.0985e-01
1.0000e-02  2.0067¢-02  8.4876e-01
5.0000e-03  1.0017e-02  8.6886e-01
2.5000e-03  5.0042e-03  8.8417e-01
1.0000e-03  2.0007e-03  8.9961e-01
5.0000e-04  1.0002e-03  9.0879e-01
2.5000e-04  5.0004e-04  9.1642e-01
1.0000e-04  2.0001e-04  9.2474e-01 | Lo.1s
5.0000e-05  1.0000e-04  9.3001e-01
2.5000e-05  5.0000e-05  9.3459e-01
1.5000e-05  3.0000e-05  9.3760e-01

Iy (£5) =y, 1) /1y (£,) |

ns

Max o<

l;F, 0.02 0.04 0.06
Pas de temps Ot
log(Erreur) s5i—o0

log(50) 1 = L'ordre de convergence est p = 1.
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Résolution des EDO

Schémas d’Euler : Stabilité

y'(t) =Ay(t) tel[o,T]. Ynt+1 = (1 4+ 5t\)yn,0 < n < N.
—
y(0) = yo. yo donnée.

@ On suppose : T=25, A = -2, yo = 1.
@ Tracer la courbe de y(t) et (tn,yn) pour 6t = 0.9 (a2 gauche cas stable) et 1.1
(a droite cas instable).
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Résolution des EDO

Schémas d’Euler : Stabilité

y'(t) =Ay(t) tel[o,T]. Ynt+1 = (1 4+ 5t\)yn,0 < n < N.
—
y(0) = yo. yo donnée.

@ On suppose : T=25, A = -2, yo = 1.
@ Tracer la courbe de y(t) et (tn,yn) pour 6t = 0.9 (a2 gauche cas stable) et 1.1
(a droite cas instable).

EDO-Schema D’Euler explicite &t=1.1

ol approchee

EDO-Schema D’Euler explicite 8t=0.9
B2

Shiaprochee ——
exp(2) ——

Temps Temps
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Résolution des EDO

Schémas d'Euler : Stabilité

Condition de stabilité

Ynt1 = (1 + 5tN)yn,0 <n < N.
—  yn = (1+0t\)"yo

1o donnée.
2
[A]

Schéma stable si |1 + A dt| <1 = 6t <
Stabilité : Définition
Zn+1 = Zn + ot (f(tn, Zn) “F Cn)

Z(O) =20 = Yo + Co.

y(0) = o.
Schéma stable < 3 C > 0 ind. de dt, tel que max |yn, — zn| < Cn max |(n|

Schéma absolument stable & Cy e,
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Résolution des EDO

Schémas d’Euler : Stabilité

Stabilité absolue : Exemple

Soient :
{ Yn+1 :yn+6t f(tn,yn)~ { Zn41 = zn + 0t (f(tn7Zn)+C”)
y(0) = yo. 2(0) = z0 = yo + Co-

@ f(t,y) = arctan(3y) — 3y + ¢, T=100, yo = 1 et (o = 3.

@ Pour 6t = % —0.01, % +0.02, Tracer : y(t), z(t) et e(t) = z(t) — y(t).
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EDO-Schema d’Euler explicite-Cas stable 0t=2/3-0.01
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Temps

Initiation a MATLAB

Sol. non perturbeey ——
Sol. perturbee z ——
Erreur -
o
20 40 60 80 100




EDO-Schema d’Euler explicite-Cas instable 0t=2/3+0.02

200

Sol. non perturbeey ——
Sol. perturbee z —+—
Erreur
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Résolution des EDO

Schémas d’Euler : Erreur d’arrondi

@ Tracer err(6t) pour le schéma d'Euler explicite, 6t € [107%,0.1].
@ Refaire le travail pour des variables simple précision.

@ Interpréter.
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Variables Doubles précisions

Schema d’Euler explicite: Ordre de convergence

_ Emeurmax——
Ordre




Variables Simples précisions

Schema d’Euler explicite: Erreur d’arrondis

Erreur

1077 10°° 107 107t 107? 107 107 10°
Pas de temps

C
ly(tn) —yn| < a+bdt + 5
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Résolution des EDO

Schémas Implicites : Exercices

Probléeme de Cauchy :

Resoudre cette équation a I'aide du :

@ Sch. d’Euler implicite :
Ynt1 = Yn + 0t f(tns1,Yns1), n>0.

@ Sch. de Crank-Nikolson :

ot
Yn+1 = Yn + 5 (f(t’ﬂ+1ay’ﬂ+1) + .f(t’ﬂryn))7 n 2 0.
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Résolution des EDO

Schémas Implicites : Exercices

Sch. d'Euler implicite : yn4+1 = yn + 0t f(tn+1,Yn+1), n >0.

TO=0; T=1;h=.01;y0=2;
£=0(t,y) -2xtxy**2;
n=fix ((T-TO) /h) ;
yn=y0 ; ysol=[y0]
for i=0 :n-1
tn=TO+i%h ;
g=0(y) hxf(tn+h,y)-y+yn;
dg=0(y) hx(-4*(tn+h)*y)-1;
[ynl,e,nit]=newton(g,dg, 108 ,yn,20) ;
endif
ysol=[ysol yni] ;
yn=ynl ;
end
t=[TO :h :T]; yex=2./(1+2xt.**2) ;
err=abs ((yex-ysol)./yex) ;
emax=max(err) ; [h emax]

~ Changer g(y) et dg(y) pour le sch. de Crank-Nikolson @
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