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Motivations

1 Concrétiser le savoir acquis durant les séances précédentes.

2 Ecrire des scripts Matlab pour résoudre numériquement : f(x) = 0 et
EDO.

3 Etudier les perfomances des méthodes utilisées.
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Résolution de f(x) = 0
Méthode de Newton

xn+1 = xn −
f(xn)
f ′(xn)

, n ≥ 0
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Résolution de f(x) = 0
Méthode de Newton : Algorithme - Code

Résoudre à l’aide de la méthode de Newton l’équation :

f(α) = 0 avec f(x) = x2 − 1.

→ xn+1 = Φ(xn) =
1 + x2

n

2xn
.

→ Arrêt des itérations : |xk+1 − xk| < ε.

→ Choix de x0 : x0 ∈ I tel que |Φ(x)| < 1 ∀x ∈ I avec α ∈ I.
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Résolution de f(x) = 0
Méthode de Newton : Algorithme - Code

function [alpha,err,nit]=newton(f,df,toll,x0,nmax)

%-- Initialization

nit=0 ;

err=toll+1 ;

x=x0 ;

while((nit<=nmax & err>toll))

fx=f(x) ; dfx=df(x) ;

%

if (abs(dfx)<toll)

disp(’vanishing derivative’)

break

else

nit=nit+1 ;

xn=x-fx/dfx ;

err=abs(xn-x) ;

x=xn ;

end

end

%

alpha=x ;
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Résolution de f(x) = 0
Méthode de Newton : Décroissance de l’erreur
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Résolution de f(x) = 0
Méthode de Newton : Ordre de convergence

Méthode d’ordre p⇔ |xn+1 − α| ≤ C|xn − α|p

p mesure le vitesse de convergnce de la méthode de résolution.

Dans la pratique :
log(|xn+1 − α|)
log(|xn − α|)

+∞−−→ p

↪→ log(|xn+1 − α|)
log(|xn − α|)

=

266664
2.0000
2.6610
2.1946
2.0857
2.0394

377775
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Résolution de f(x) = 0
Méthode de Newton : Choix de x0

→ x0 > 0 ⇒ xn
+∞−−→ α = 1.

→ x0 < 0 ⇒ xn
+∞−−→ α = −1.

→ x0 = 0 ⇒ pas de convergnce car f ′(0) = 0.

→ x0 −→ 0+ ⇒ convergence lente.

x0 = 0.1 ⇒ nit= 7.
x0 = 10−6 ⇒ nit= 24.
x0 = 10−15 ⇒ nit= 54
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logo

Résolution des EDO
Schémas d’Euler

Problème de Cauchy :
y′(t) = f(t, y) t ∈ [0, T ].
y(0) = y0.

Sch. d’Euler explicite


yn+1 = yn + δt f(tn, yn) 0 ≤ n ≤ N = T/δt.
y(0) = y0.

δt : pas de temps.
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Résolution des EDO
Schémas d’Euler

Exemple


y′(t) = λ y(t) t ∈ [0, 1].
y(0) = 1.

=⇒ y(t) = y0 e
λt Solution exacte.

Schéma d’Euler :
yn+1 = (1 + δtλ)yn, n ≥ 0.

Ecrire le code.

Tracer sur la même courbe y(t) et (tn, yn)0≤n≤N .
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Résolution des EDO
Schémas d’Euler : Code

function [ysol]=eulerex(T0,T,h,f,y0)

n=fix((T-T0)/h) ;

ysol=[y0] ;

yn=y0 ;

for i=0 :n-1

tn=T0+i*h ;

yn1=yn+h*f(tn,yn) ;

ysol=[ysol yn1] ;

yn=yn1 ;

endfor
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Résolution des EDO
Schémas d’Euler : Code
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Résolution des EDO
Schémas d’Euler : Ordre de convergnce

Définition

Une méthode est dite d’ordre p, (p > 0), s’il existe C > 0, tel que :

max
0≤n≤N−1

|y(tn+1)− y(tn)− δtf(tn, yn)| ≤ C δtp

Erreur relative : ern =
|y(tn)− yn|
|y(tn)|

Tracer max
0≤n≤N−1

ern Vs δt.

p =?
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Résolution des EDO
Schémas d’Euler : Ordre de convergnce

δt Erreur Ordre

1.0000e-01 2.0661e-01 6.8486e-01
5.0000e-02 1.0166e-01 7.6312e-01
2.5000e-02 5.0416e-02 8.0985e-01
1.0000e-02 2.0067e-02 8.4876e-01
5.0000e-03 1.0017e-02 8.6886e-01
2.5000e-03 5.0042e-03 8.8417e-01
1.0000e-03 2.0007e-03 8.9961e-01
5.0000e-04 1.0002e-03 9.0879e-01
2.5000e-04 5.0004e-04 9.1642e-01
1.0000e-04 2.0001e-04 9.2474e-01
5.0000e-05 1.0000e-04 9.3001e-01
2.5000e-05 5.0000e-05 9.3459e-01
1.5000e-05 3.0000e-05 9.3760e-01

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

M
a
x
0

≤ 
n

≤ 
N
(
|
y
(
t
n
)
-
y
n
|
)
/
|
y
(
t
n
)
|

Pas de temps δt

Schema d’Euler explicite: Ordre de convergence

log(Erreur)

log(δt)

δt→0−−−→ 1 ⇒ L’ordre de convergence est p = 1.
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logo

Résolution des EDO
Schémas d’Euler : Stabilité

Exemple

8<: y′(t) = λ y(t) t ∈ [0, T ].

y(0) = y0.
=⇒

8<: yn+1 = (1 + δtλ)yn, 0 ≤ n ≤ N.

y0 donnée.

On suppose : T=25, λ = −2, y0 = 1.

Tracer la courbe de y(t) et (tn, yn) pour δt = 0.9 (à gauche cas stable) et 1.1
(à droite cas instable).
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Résolution des EDO
Schémas d’Euler : Stabilité
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Résolution des EDO
Schémas d’Euler : Stabilité

Condition de stabilité

8<:
yn+1 = (1 + δtλ)yn, 0 ≤ n ≤ N.

y0 donnée.
−→ yn = (1 + δtλ)ny0

Schéma stable si |1 + λ δt| < 1 ⇒ δt < 2
|λ|

Stabilité : Définition

8<:
yn+1 = yn + δt f(tn, yn).

y(0) = y0.
−→

8<:
zn+1 = zn + δt (f(tn, zn) + ζn)

z(0) = z0 = y0 + ζ0.

Schéma stable ⇔ ∃ C > 0 ind. de δt, tel que max
n
|yn − zn| ≤ CN max

n
|ζn|

Schéma absolument stable ⇔ CN
+∞−−→ 0
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Résolution des EDO
Schémas d’Euler : Stabilité

Stabilité absolue : Exemple

Soient :8<:
yn+1 = yn + δt f(tn, yn).

y(0) = y0.
−→

8<:
zn+1 = zn + δt (f(tn, zn) + ζn)

z(0) = z0 = y0 + ζ0.

f(t, y) = arctan(3y)− 3y + t, T=100, y0 = 1 et ζ0 = 3.

Pour δt =
2

3
− 0.01,

2

3
+ 0.02, Tracer : y(t), z(t) et e(t) = z(t)− y(t).
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Résolution des EDO
Schémas d’Euler : Erreur d’arrondi

Exemple

8<:
y(t)′ = −2 t y(t)2,

y(0) = 2.
−→ y(t) =

2

2 t2 + 1

Tracer err(δt) pour le schéma d’Euler explicite, δt ∈ [10−8, 0.1].

Refaire le travail pour des variables simple précision.

Interpréter.
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Variables Doubles précisions
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Erreur max
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Variables Simples précisions
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Schema d’Euler explicite: Erreur d’arrondis

|y(tN )− y∗N | ≤ a+ b δt+
c

δt
.
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Résolution des EDO
Schémas Implicites : Exercices

Problème de Cauchy :
y′(t) = −2 t y2 t ∈ [0, T ].
y(0) = 2.

Resoudre cette équation à l’aide du :

Sch. d’Euler implicite :

yn+1 = yn + δt f(tn+1, yn+1), n ≥ 0.

Sch. de Crank-Nikolson :

yn+1 = yn +
δt

2
(f(tn+1, yn+1) + f(tn, yn)), n ≥ 0.
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Résolution des EDO
Schémas Implicites : Exercices

Sch. d’Euler implicite : yn+1 = yn + δt f(tn+1, yn+1), n ≥ 0.

T0=0 ; T=1 ;h=.01 ;y0=2 ;

f=@(t,y) -2*t*y**2 ;

n=fix((T-T0)/h) ;

yn=y0 ; ysol=[y0]

for i=0 :n-1

tn=T0+i*h ;

g=@(y) h*f(tn+h,y)-y+yn ;

dg=@(y) h*(-4*(tn+h)*y)-1 ;

[yn1,e,nit]=newton(g,dg,10−8,yn,20) ;

endif

ysol=[ysol yn1] ;

yn=yn1 ;

end

t=[T0 :h :T] ; yex=2./(1+2*t.**2) ;

err=abs((yex-ysol)./yex) ;

emax=max(err) ; [h emax]

 Changer g(y) et dg(y) pour le sch. de Crank-Nikolson©.
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logo

Bibliographie

M. Crouzeix, A.L. Mignot : Analyse numériques des équations
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